9 Formale Modelle:
Petri-Netze

9.1 Einfiihrung

Nebenliufige Arbeit |,Concurrency”
vs. Sequentielle Arbeit

Endlicher Automat:
e Kausale Abfolge:
globale Zeitskala

e Gesamtsicht:
globaler Zustandsbegriff

Nicht adaquat fiir Rechnernetze, Produktionsablaufe,
parallele Prozesse, Threads,...



Nebenlaufigkeit

Beispiel: Berechnung Pascalsches Dreieck

dabei

e kausal abhangige Berechnungen:
Reihenfolge vorgeschrieben:
“Kausalketten”, z.B.
1+1=2 vor 1+2=3 vor 3+3=6 vor 4+6=10

e voneinander unabhangige Berechnungen:
Reihenfolge beliebig, evtl. auch gleichzeitig, z.B.
1+4=5. 10+10=20, 5+1=6



Relationen:

Nebenlaufigkeit :
(reflexive) symmetrische Relation

1.a. aber nicht transitiv
(“Gleichzeitigkeit” wire transitiv)

nblf(a,b)

kausale Abhingigkeit :
irreflexiv, transitiv

i.a. nicht symmetrisch, nicht reflexiv
d.h. Ablaufe darstellbar als Halbordnungen
(Spezialfall: Ordnung bei sequentiellen Abldufen)

b abhéngig von a (b zeitlich nach a):
abh(a,b)
a, b unabhangig voneinander:

unabh(a,b) := —abh(a,b) A —~abh(b, a)

dabei gegenseitiger Ausschlufl moglich,
aber Reihenfolge unbestimmt

Konflikt :

symmetrisch, nicht refelexiv, i.a. nicht transitiv
knfl(a,b)

evtl. auf Mengen beziehen
(bei mehreren Ressourcen)
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Probleme:

e Parallelitat, Gleichzeitigkeit
e Nebenlaufigkeit

e Gegenseitiger Ausschlufl

o Konflikt

e Synchronisation:
Zusammenfihren von Kausallinien

e Deadlock
e Livelock, Fairness

e Lebendigkeit

Analyse paraleller /nebenlédufiger /nicht-deterministischer
Programme bzw. Ablaufe

zusétzliche Programmkonstruktion (= Threads):

a|lb  a,bnebenliufig

Ergebnis von

x=1;
( ( while (x!'=0) do x = x+1;) ||l x =0 ; )

abhangig von Fairnef}-Bedingungen



Beschreibungsformen nebenliufiger Ablaufe

Nicht-Determinismus
(nondeterministic interleaving)

Y

“Alle moglichen Aufzeichnungen eines Beobachters’

1+1=2 1+2=3 1+3=4 1+4=5 ..

bzw. 1+1=2 142=3 2+1=3 1+3=4 3+1=4 ...
bzw. 1+1=2 1+42=3 1+3=4 2+1=3 3+1=4 ...
USW.

kausale Abhangigkeiten bleiben erhalten

ansonsten:
beliebige (nicht-deterministische) Reihenfolge

ergibt: Sprache L der moglichen Folgen



Beschriftete Halbordnungen

- 144=5 ~
///4+34::/
/////1+2:3\\\ 44+6=10 —
=2 343-6" N

137 N 64+4=10"

\\\~3+1:4/’ N

44+1=5"
.

Formal komplizierter (z.B. Verkettung?)



9.2 Bedingungen und Ereignisse

Bedingungen

e gelten/gelten nicht

e mechrere Bedingungen konnen nebenlaufig gelten
Fall = Menge geltender Bedingungen

Ereignisse

e konnen nebenlaufig stattfinden:
Schritt = Menge nebenldufiger Ereignisse

e verandern Bedingungen



Zu jedem Ereignis e gibt es

Vorbedingungen : pre(e)
miissen gelten, damit e stattfinden kann
werden durch e beendet

Nachbedingungen : post(e)
werden durch e giiltig
(evtl. auch:
diirfen nicht gelten, wenn e stattfinden soll)

Evtl. zugelassen: pre(e) N post(e) # ()
(Vorbedingungen, die nicht verédndert werden)

Andere Modellierung:
Vorbedingungen : pre(e)
miissen gelten, damit e stattfinden kann

beendete Bedingungen : delete(e)
werden durch e ungiiltig

geschaffene Bedingungen : add(e)
werden durch e giiltig



Beispiel “5 Philosophen”:

P5

P2

Bedingungen

g]:

Gabel g; liegt auf dem Tisch

Pigj : Philosoph P; hat Gabel g;

Ereignisse :

PiR : Philosoph P; nimmt rechte Gabel
(Vorbedingung: gj, Nachbedingung: Pjgj)
PiL : Philosoph P; nimmt linke Gabel

PiG : Philosoph P; gibt Gabeln zurtick
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Graphische Darstellung als
“Bedingungs- /Ereignis-Netz”
e Striche fiir Ereignisse
e Kreise fiir Bedingungen

e Pfeile von Vorbedingungen
bzw. zu Nachbedingungen

e Geltende Bedingungen markiert

fiir 1. Philosoph:

Plgl Plg?2

PIR/Q p\ P1L

PG ]
@gl g2

10



Netz fiir 4 Philosophen:

Plgl Plg2

<
PlR/ \ \PlL
PAL| | /PKN | | P2R
gl g2

P4g1©< / P}(} /Q
P4g@< \ A / / P2g3

— & .
P4R l@g\P?)G/ l P2L
PBL\ N\ /P3R
@
P3g4d P3g3

Falle beschrieben als Menge geltender Bedingungen
, Gabeln auf dem Tisch”: {gl,g2,g3,g4}

, Philosophen 2 und 4 essen”: {P2g2,P2g3, P4g4 P4gi}
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Spezielle Situationen

Konflikt |
z.B.
zwischen P1L und P2R wenn g2 gilt

Deadlock |,
z.B. Fall

{P1g1,P2g2 P3g3,P4gi}

Livelock (“Starvation”),
z.B.
Wiederholte Abfolge nur von

P2R P2L P4R P4L P2G P4G
P2R P2L P4R P4L P2G P4G
P2R P2L P4AR P4L P2G P4G .....

d.h.: P1 und P3 kommen nicht zum Zuge
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9.3 Petri-Netze

Erweiterung: ,Pldtze” statt Bedingungen mit
evtl. mehreren Marken auf einem Platz

Definition

N =|P,T,F,V, K, mg| ist ein Petri-Netz, falls

e P ist die Menge der Plitze (oder ”Stellen”),
dargestellt durch Kreise

e I’ ist die Menge der Transitionen,
dargestellt durch Striche

e PNT =0, PUT #10

o FCPxT UT x P ist die Flufirelation
dargestellt durch Pfteile:
von p nach ¢t fir [p,t] € F bzw.
von t nach p fir [t,p] € F

oV : F — N ist die Vielfachheit der Bogen aus F,
dargestellt durch Beschriftung

e K : P— NT"U{oo} ist die Kapazitiat der Plitze,
dargestellt durch Beschriftung

e my: P — N (andere Schreibweise: m € N'T)
ist die initiale Markierung der Platze
dargestellt durch Markierung/Beschriftung
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Darstellung als bipartiter Graph, Beispiel:

Lesen/geschiitztes Schreiben eines Datenspeichers

maximal 5 parallele Lesezugrifte
oder aber 1 Schreibzugrift

maximal 2 bzw. 3 wartende Prozesse

Synchronisation

5
(e)e]
o0

L

@, ()

o L
- eser
schreﬂosecrlll I‘elberchre beil #sive\Nutzerlesen lesen
Peenden eenden
2 ‘ 3
schreip n lesen
\é\/ rrteel Atimelden anmelden }é\/eaéretrende

Falls nicht spezifiziert:
Kapazititen unbeschrénkt (0o), Vielfachheiten : 1
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Dynamik: Bewegung von Marken

Definition

N = |P,T,F,V, K, mg| sei ein Petri-Netz.
Abkiirzende Schreibweise: V (z,y) := V ([z, y]).

L.

Fiir Transition ¢ € T werden tt,t~ € N und
At € ZF definiert:

t*(p) == V(t,p)
t=(p) = V(p,1t)
(Zahl der Marken, die ¢ auf p legt bzw.von p nimmt)
At(p) ==t"(p) —t (p)

(Anderung auf p durch Schalten von )

. Transition ¢ € T hat Konzession (“kann schalten”)

bei Markierung m € N, falls

eVpe P:t (p)<m(p) (kurz:t— <m)
o Vp € P:m(p)+ At(p) < K(p)

. Falls Transition ¢ € T bei Markierung m € N7F

Konzession hat und schaltet, so ergibt sich die neue
Markierung m + At.
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3
S / Ps\ 7
—O— .
P P
tl 2 tz tg 4 t4
9 3
& A—
t7 = (5,0,0,0,1,0)
= (0,1,0,0,0,0)

Bei m = (5,0, 3,0, 1,3) haben Konzession: ty, 4, t;

Schalten von t4 fithrt zu m' = (4,0,3,1,1,2),
danach haben Konzession: t3, t4, t5, g



Spezielle Konstrukte

Konflikt t1

_—
@\ t2

Nebenlaufigkeit
t1

)— (—
Sequentialitét

@ |t1f\ |t2
N

gegenseitiger Ausschluss
tl £2
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Modellierung von endlichen Kapazitaten durch spezielle
Platze:

Beispiel:

Statt

k |
zusatzlicher Platz:

= Auf Kapazitaten bei Untersuchung verzichten
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Schaltfolgen

Definition

N = |P,T,F,V, K, mg| sei ein Petri-Netz.

1. Transitionsfolge u = t;...t,, € T kann schalten
bei Markierung m € N'F,

falls fir alle 2 = 1, ..., n gilt:
t; kann schalten bet m + Aty + Aty + ...At;_4

2. Beim Schalten von v = t;...t, € T* in m € N
wird die neue Markierung m + Auw erreicht mit

Au = At + Aty + ... At,

3. Die Menge aller Folgen u € T™, die bei m schalten
konnen, bilden die “Schaltsprache”

Ly ={u|u € T" A u kann schalten bei mq}.
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Beispiele:

b
e O

Ly = Pref({ab})
dabei Pref(L) :={u|3v € L :u C v}

Bemerkung: Au < m bedeutet nicht,

dafl u bei m schalten kann,
z.B. ba € Ly, obwohl Aba = (0,0) .

Ao
\@ ‘ \@ \O

Ly = Pref({a*db™ec® |k >m >n})
(nicht kontextfrei!)
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Erreichbarkeit

Definition
N = |P,T,F,V, K, mg| sei ein Petri-Netz.

1. m/ ist erreichbar von m, falls ©w € T™ existiert mit
w kann in m schalten und m' = m + Aw.

2. Erreichbarkeitsmenge (von myg aus):
Ry = {mo —I—Au\u S LN}
3. Erreichbarkeitsgraph:

e Knoten: Ry

e Kanten:
mit ¢ markierte Kante von m € Ry nach m+At,
falls t Konzession hat in m

b
e




Auch fir endliche N kann Ry unendlich sein
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Struktur von Ry

Ry als Menge von Punkten in N/,

Transitionen ¢ bewirken lineare Ubergiinge um At.

b 2
) ,
a
\\
a

a

NN
A
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Beispiel fiir nicht-lineare Menge Ry

)

Projektion von Ry fiir Platze x und y:

{(z,y) |z e N Ay <27}
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Analyse von Petri-Netzen

e Lebendigkeit:
kann eine Transition stets wieder zum Schalten ge-
bracht werden

e Sicherheit:
Schranken fiir Markierung auf den Platzen

e Lrreichbarkeit:
ist eine bestimmte Markierung erreichbar

e Reproduzierbarkeit:
ist eine bestimmte Markierung stets wieder erreich-

bar
e Deadlock-Freiheit
e Livelock-Freiheit

Methoden:

e Strukturelle Eigenschaften
e Simulation
e Lineare (Un-)Gleichungssysteme ( “Invarianten”)
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