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Aufgabe 8 miindlich
Die Zusammenhangszahl k(G) eines Graphen G ist die grofite Zahl k < n,
so dass G — V' fiir jede Menge V' von k — 1 Knoten zusammenhéngend
ist. G heifit k-fach zusammenhdngend, falls k(G) > k ist. Zeigen Sie:

(a) G ist genau dann 2-fach zusammenhéngend, wenn je 2 Knoten von
G auf einem gemeinsamen Kreis K liegen.

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Menger: G ist genau dann
k-fach zusammenhdngend, wenn je zwei Knoten v und v in G durch
mindestens k knotendisjunkte Pfade verbunden sind (d.h. je 2 solche
Pfade haben aufler u und v keinen gemeinsamen Knoten).

Sei die Relation ~ auf E definiert durch e ~ ¢, falls e und ¢’ auf
einem gemeinsamen Kreis liegen. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Seien Ei, ..., E}, die Aquivalenzklassen von ~ und V; = V(E;) die
zugehorigen Knotenmengen. Dann gilt ||V; N V;|| <1 fiir alle ¢ # j.
Bemerkung: Die Teilgraphen B; = (V;, E;) heiflen Blocke und die
Knoten u € V; N'V; heiflen Artikulationen oder Schnittknoten von G.

G ist genau dann 2-fach zusammenhéngend, wenn GG aus einem
einzigen Block besteht (also & =1 ist).

Sei B der Graph, dessen Knotenmenge aus allen Blocken und Ar-
tikulationen von G besteht und in dem jeder Block zu allen darin
enthaltenen Artikulationen adjazent ist. Dann ist B ein Wald.

(f) G ist genau dann zusammenhéngend, wenn B zusammenhéngend
ist (in diesem Fall heit B der BC-Baum (block cut tree) von G).

2-0

Aufgabe 9 Sei GG ein Graph. Zeigen Sie: miindlich

(a) Jeder Minor H von G mit A(H) < 3 ist auch ein topologischer
Minor von G.

(b) Falls G nicht planar ist, hat G einen 2-fach zusammenhéngenden
Untergraphen G’ = (V’, E’) und einen 3-fach zusammenhéngenden
topologischen Minor G” = (V”, E”), die ebenfalls nicht planar sind,
so dass G — €’ und G"” — €” fir alle ¢/ € E' und €” € E” planar sind.

Aufgabe 10 miindlich
Seien H = (V,E,R) und H' = (V,E,S) ebene Realisierungen eines
Graphen G = (V, E). H und H' heilen dquivalent, wenn R € {S, S%} ist
(d.h. R = S oder R entsteht aus S durch Spiegelung aller Rénder).

(a) Finden Sie einen Graphen mit moglichst wenigen Knoten (Kanten),
der mindestens 2 inaquivalente ebene Realisierungen hat.

(b) Zeigen Sie, dass x(G) < 2 ist, falls es in H ein Gebiet gibt, dessen
Kanten einen Kreis mit mindestens 2 Briicken in G bilden.

(c) Zeigen Sie, dass jedes Gebiet g in H, dessen Kanten einen Kreis mit
hochstens einer Briicke bilden, dquivalent zu einem Gebiet ¢’ in H'
ist (d.h. g = ¢’ oder g entsteht aus ¢’ durch Spiegelung des Randes).

(d) Zeigen Sie, dass alle ebenen Realisierungen eines 3-fach zusammen-
héngenden Graphen G édquivalent sind (Satz von Whitney).

Aufgabe 11 10 Punkte
Ein Graph G heifit outerplanar, falls G eine ebene Realisierung hat, in
der alle Knoten an das &duflere Gebiet grenzen. Zeigen Sie:

(a) G ist genau dann outerplanar, wenn GG weder den K5 3 noch den Ky
als Minor enthalt. (Hinweis: Betrachten Sie den Graphen G' x K;.)

(b) Finden Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, der fiir jeden
Eingabegraphen G entweder eine x(G)-Farbung oder einen topolo-
gischen Minor H von G mit §(H) > 2 (als Zertifikat, dass G nicht
outerplanar ist) ausgibt. (Hinweis: Zeigen Sie, dass 0(G) < 2 fiir
jeden outerplanaren Graphen G gilt.)
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