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1 Einfiihrung

In der Komplexitatstheorie werden algorithmische Probleme daraufthin
untersucht, welche Rechenressourcen zu ihrer Losung benotigt werden.
Naturgeméafl bestehen daher enge Querbeziige zu

e Algorithmen (obere Schranken)
e Automatentheorie (Rechenmodelle)
e Berechenbarkeit (Was ist tiberhaupt algorithmisch lésbar?)

e Logik (liefert viele algorithmische Probleme, mit ihrer Hilfe kann
auch die Komplexitat von Problemen charakterisiert werden)

e Kryptografie (Wieviel Rechenressourcen benétigt ein Gegner,
um ein Kryptosystem zu brechen?)

Zur weiteren Motivation betrachten wir eine Reihe von konkreten
algorithmischen Problemstellungen.

Erreichbarkeitsproblem in Graphen (REACH):
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E) mit V = {1,...,n}
und ECV x V.
Gefragt: Gibt es in G einen Weg von Knoten 1 zu Knoten n?

Zur Erinnerung: Eine Folge (vq,...,v;) von Knoten heifit Weg in G,
falls fir j =1,...,k — 1 gilt: (v;,v;41) € E.

Da als Antwort nur “ja” oder “nein” moglich ist, handelt es sich um
ein Entscheidungsproblem. Ein solches lasst sich formal durch eine
Sprache beschreiben, die alle positiven (mit “ja” zu beantwortenden)
Problemeingaben enthalt:

REACH = {G | in G ex. ein Weg von 1 nach n}.

Hierbei setzen wir eine Kodierung von Graphen durch Worter iiber
einem geeigneten Alphabet ¥ voraus. Wir kénnen G beispielsweise
durch eine Binirfolge der Lange n? kodieren, die aus den n Zeilen der
Adjazenzmatrix von G gebildet wird.

Wir entscheiden REACH durch einen Wegsuche-Algorithmus. Dieser
markiert nach und nach alle Knoten, die vom Knoten 1 aus erreichbar
sind. Hierzu speichert er jeden markierten Knoten solange in einer
Menge S bis er samtliche Nachbarknoten markiert hat. Genaueres ist
folgendem Algorithmus zu entnehmen:

Algorithmus suche-Weg(G)
Input: Gerichteter Graph G=(V,E) mit V ={1,...,n}

1

2 S:={1}

3 markiere Knoten 1

1 repeat

5 waehle einen Knoten u e S
6 S:=8—{u}

7 for all (u,v) € E do

8 if v ist nicht markiert then
9 markiere v
10 S :=SU{v}
11 until S =0

12 if n ist markiert then accept else reject

Es ist iiblich, den Ressourcenverbrauch von Algorithmen (wie z.B.
Rechenzeit oder Speicherplatz) in Abhéangigkeit von der Grofie der
Problemeingabe zu messen. Falls die Eingabe aus einem Graphen
besteht, kann beispielsweise die Anzahl n der Knoten (und/oder die
Anzahl m der Kanten) als Bezugsgrofie dienen. Der Verbrauch hangt
auch davon ab, wie wir die Eingabe kodieren.

Komplexitatsbetrachtungen:
e REACH ist in Zeit n® entscheidbar.
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e REACH ist nichtdeterministisch in Platz logn entscheidbar (und
daher deterministisch in Platz log® n; Satz von Savitch).

Als néachstes betrachten wir das Problem, einen maximalen Fluss in
einem Netzwerk zu bestimmen.

Maximaler Flufl (MAXFLow):
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E) mit V = {1,... n},
E CV x V und einer Kapazititsfunktion ¢: £ — N.
Gesucht: Ein Fluss f : E — N von 1 nach n in G, d.h.
e Vec E: f(e) < c(e) und
e VoeV —{l,n}: ¥ flvu= > flu,v),

(viu)eE (u,v)EE

mit maximalem Wert w(f) = > f(1,0).
(1w)eE

Da hier nach einer Losung (Fluss) mit optimalem Wert gesucht wird,
handelt es sich um ein Optimierungsproblem (genauer: Maximie-
rungsproblem). Im Gegensatz hierzu wird bei vielen Entscheidungspro-

blemen nach der Existenz einer Losung (mit gewissen Eigenschaften)
gefragt.

Komplexitatsbetrachtungen:
e MAXFLOW ist in Zeit n® losbar.
e MAXFLOW ist in Platz n? losbar.

Das folgende Problem scheint zwar auf den ersten Blick nur wenig mit
dem Problem MAXFLOW gemein zu haben. In Wirklichkeit entpuppt
es sich jedoch als ein Spezialfall von MAXFLOW.

Perfektes Matching in bipartiten Graphen (MATCHING):
Gegeben: Ein bipartiter Graph G = (U,W,E) mit UNW = 0
und eNU # () #eN W fiir alle Kanten e € E.
Gefragt: Besitzt G ein perfektes Matching?

Zur Erinnerung: FEine Kantenmenge M C E heifit Matching, falls
fiir alle Kanten e,/ € M mit e # ¢ gilt: eNe’ = 0. Gilt zudem
||M]| = n/2, so heifit M perfekt (n ist die Knotenzahl von G).

Komplexitiatsbetrachtungen:
e MATCHING ist in Zeit n3 entscheidbar.
e MATCHING ist in Platz n? entscheidbar.
Die bisher betrachteten Probleme konnen in deterministischer Poly-
nomialzeit gelost werden und gelten daher als effizient 16sbar. Zum
Schluss dieses Abschnitts betrachten wir ein Problem, fiir das vermut-
lich nur ineffiziente Algorithmen existieren.
Travelling Salesman Problem (TSP):
Gegeben: Eine symmetrische n x n-Distanzmatrix D = (d;;) mit
d;j € N.
Gesucht: Eine kiirzeste Rundreise, d.h. eine Permutation 7 € .S,
mit minimalem Wert w(r) = f:l dr(i)m(i+1), WObei wir

m(n+1) = n(1) setzen.
Komplexitiatsbetrachtungen:

e TSP ist in Zeit n! lésbar (Ausprobieren aller Rundreisen).

e TSP ist in Platz n 16sbar (mit demselben Algorithmus, der
TSP in Zeit n! 16st).

e Durch dynamisches Programmieren® lasst sich TSP in Zeit
n? . 2" 1ésen, der Platzverbrauch erhéht sich dabei jedoch auf
n - 2" (sieche Ubungen).

“Hierzu berechnen wir fiir alle Teilmengen S C {2,...,n} und alle j € S die
Lénge 1(S, ) eines kiirzesten Pfades von 1 nach j, der alle Stadte in S genau
einmal besucht.
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